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"CTUSBDU
3FDFOUMZ
 UIFSF IBT CFFO JODSFBTJOH JOUFSFTU JO UIF GBCSJDBUJPO PG áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD EFWJDFT
DBQBCMF PG DPPMJOH PS SFDPWFSJOH XBTUF IFBU GSPN IPU TVSGBDFT XJUI DPNQMFY HFPNFUSJFT� 5IJT
QBQFS SFWJFXT SFDFOU EFWFMPQNFOUT PO UISFF�EJNFOTJPOBM OFUXPSLT PG JOUFSDPOOFDUFE
GFSSPNBHOFUJD OBOPXJSFT
 XIJDI PGGFS OFX QFSTQFDUJWFT GPS UIF GBCSJDBUJPO PG áFYJCMF
UIFSNPFMFDUSJD NPEVMFT� 5IF OBOPXJSF BSSBZT BSF GBCSJDBUFE CZ EJSFDU FMFDUSPEFQPTJUJPO JOUP UIF
DSPTTFE OBOPQPSFT PG QPMZNFSJD UFNQMBUFT� 5IJT MPX�DPTU
 FBTZ BOE SFMJBCMF NFUIPE BMMPXT
DPOUSPM PWFS UIF HFPNFUSZ
 DPNQPTJUJPO BOE NPSQIPMPHZ PG UIF OBOPXJSF BSSBZ� )FSF XF SFQPSU
NFBTVSFE UIFSNPFMFDUSJD DIBSBDUFSJTUJDT BT B GVODUJPO PG UFNQFSBUVSF BOE NBHOFUJD àFME PG
OBOPXJSF OFUXPSLT GPSNFE GSPN QVSF NFUBMT 	$P
 'F
 /J

 BMMPZT 	/J$P
 /J'F BOE /J$S
 BOE
'.�$V NVMUJMBZFST 	XJUI '. = $P
 $P��/J�� BOE /J��'F��
� )PNPHFOFPVT OBOPXJSF BSSBZT
IBWF IJHI UIFSNPFMFDUSJD QPXFS GBDUPST
 BMNPTU BT IJHI BT UIFJS CVML DPOTUJUVFOUT
 BOE BMMPX GPS
QPTJUJWF BOE OFHBUJWF 4FFCFDL DPFGàDJFOU WBMVFT� 5IFTF IJHI UIFSNPFMFDUSJD QPXFS GBDUPST BSF
FTTFOUJBMMZ NBJOUBJOFE JO NVMUJMBZFS OBOPXJSFT XIJDI BMTP FYIJCJU IJHI NBHOFUJD NPEVMBCJMJUZ PG
FMFDUSJDBM SFTJTUJWJUZ BOE 4FFCFDL DPFGàDJFOU� 5IJT IBT CFFO FYQMPJUFE JO OFXMZ EFTJHOFE áFYJCMF
UIFSNPFMFDUSJD TXJUDIFT UIBU BMMPX TXJUDIJOH GSPN BO APGG� TUBUF XJUI [FSP UIFSNPFMFDUSJD PVUQVU
WPMUBHF UP BO APO� TUBUF UIBU DBO CF FBTJMZ NFBTVSFE CZ BQQMZJOH PS SFNPWJOH B NBHOFUJD àFME�
0WFSBMM
 UIFTF SFTVMUT BSF B àSTU TUFQ UPXBSET UIF EFWFMPQNFOU PG áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD NPEVMFT
UIBU VTF XBTUF IFBU UP QPXFS UIFSNBMMZ BDUJWBUFE TFOTPST BOE MPHJD EFWJDFT�
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�� *OUSPEVDUJPO

/BOPXJSF TUSVDUVSFT IBWF CFFO XJEFMZ TUVEJFE JO UIF àFME
PG UIFSNPFMFDUSJD DPOWFSTJPO
 OPUBCMZ CFDBVTF PG UIFJS QPUFO�
UJBM BT UIFSNPFMFDUSJD NBUFSJBMT XJUI JNQSPWFE àHVSF PG NFSJU
	;5 = 4�σ/κ
 XJUI 4
 σ BOE κ
 UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU
 FMFD�
USJDBM BOE UIFSNBM DPOEVDUJWJUJFT PG UIF NBUFSJBM
 SFTQFDUJWFMZ


XIJDI JT UIF QIZTJDBM QBSBNFUFS UIBU BDDPVOUT GPS UIF FMFDUSJDBM�
UIFSNBM FOFSHZ DPOWFSTJPO FGàDJFODZ PG UIFSNPFMFDUSJD NBUFS�
JBMT� *NQSPWFE ;5 JO OBOPXJSF�CBTFE NBUFSJBMT IBWF NBJOMZ
CFFO BDIJFWFE CZ EFDSFBTJOH UIF UIFSNBM DPOEVDUJWJUZ EVF UP
FOIBODFE QIPOPO TDBUUFSJOH XJUIPVU TVCTUBOUJBM EFHSBEBUJPO
PG UIF FMFDUSJDBM DPOEVDUJWJUZ <�m�>� /PUBCMZ
 #J BOE #J�CBTFE
BMMPZT OBOPXJSFT 	/8T
 IBWF CFFO XJEFMZ TUVEJFE BT QPUFOUJBM
IJHI�;5NBUFSJBMT
 BMUIPVHI TFWFSBM DIBMMFOHFT TVDI BT BDIJFW�
JOH BEFRVBUF DSZTUBMMJOF TUSVDUVSF IBWF NJUJHBUFE UIF UIFSNP�
FMFDUSJD QFSGPSNBODFT <�m��>� )JHIMZ�EPQFE TJMJDPO /8T IBWF
BMTP SBJTFE JOUFSFTU EVF UP UIFJS OBOPTDPQJD EJNFOTJPOT
 UIFJS
DPNQMFNFOUBSJUZ UP $.04
 BOE UIFJS JNQSPWFE ;5 GPS CPUI
Q�UZQF 	QPTJUJWF UIFSNPQPXFS
 BOE O�UZQF 	OFHBUJWF UIFSNP�
QPXFS
 EPQJOH DPNQBSFE UP CVML TJMJDPO WBMVFT <�
 �>�

0O UIF PUIFS IBOE
 �E GFSSPNBHOFUJD NFUBMT FYIJCJU SFMBU�
JWFMZ MBSHF UIFSNPQPXFST
 XIJDI DBO CF BTDSJCFE UP UIF QSP�
OPVODFE TUSVDUVSF PG UIF E�CBOE BOE UIF IJHI FOFSHZ EFSJW�
BUJWF PG UIF EFOTJUZ PG TUBUFT BU UIF 'FSNJ MFWFM BT XFMM BT UP
UIF TVCTUBOUJBM NBHOPO�ESBH DPOUSJCVUJPO UP UIF UIFSNPFMFD�
USJD QPXFS XJUIJO B XJEF UFNQFSBUVSF SBOHF <��m��>� *O QBS�
UJDVMBS
 GFSSPNBHOFUT IBWF CFFO GPVOE UP IBWF IJHI QPUFOUJBM
GPS UIF BDUJWF 1FMUJFS DPPMJOH PG IPUTQPUT EVF UP UIF DPNCJOB�
UJPO PG B IJHI QPXFS GBDUPS 	1' = 4�/ρ
 XJUI ρ UIF FMFDUSJDBM
SFTJTUJWJUZ
 BOE IJHI UIFSNBM DPOEVDUJWJUZ <��
 ��>� 5IF QPXFS
GBDUPS JT UIF QIZTJDBM QBSBNFUFS UIBU SFMBUFT UP UIF PVUQVU QPXFS
EFOTJUZ PG B UIFSNPFMFDUSJD NBUFSJBM� *U JT JOUFSFTUJOH UP OPUF
UIBU UIF MBSHFTU 1' BU SPPN UFNQFSBUVSF 	35
 JT GPVOE GPS QVSF
$P 	1'≈ �� N8,−� N−� <��>
� *O UIJT DPOUFYU
 BSSBZT NBEF
PG GFSSPNBHOFUJD /8T IBWF BMTP CFFO TUVEJFE
 TIPXJOH UIBU
UIF BEWBOUBHFPVT UIFSNPFMFDUSJD QSPQFSUJFT BSF FTTFOUJBMMZ QSF�
TFSWFE JO TVDI OBOPTUSVDUVSFT <��m��>�

'VSUIFSNPSF
 NVMUJMBZFS /8T NBEF CZ BMUFSOBUJOH GFSSP�
NBHOFUJD 	'.
 BOE OPSNBM NFUBM 	/.
 MBZFST BMMPXT GPS
MBSHF TQJO�EFQFOEFOU 4FFCFDL BOE 1FMUJFS FGGFDUT
 XIJDI IBWF
CFFO NFBTVSFE JO TJOHMF /8 <��>
 BSSBZT PG QBSBMMFM /8T
<��> PS UISFF�EJNFOTJPOBM 	�%
 /8 OFUXPSLT <��m��>� *O
UIFTF '.�/. NVMUJMBZFST
 NBHOFUJD DPOUSPM PG UIF UIFSNP�
FMFDUSJD FOFSHZ DPOWFSTJPO DBO CF BDIJFWFE UISPVHI UIF TQJO�
EFQFOEFOU 4FFCFDL BOE 1FMUJFS FGGFDUT <��>� 5IFTF FGGFDUT
SFTVMU GSPN B MBSHF NBHOFUJD àFME WBSJBUJPO PG UIF UIFSNP�
QPXFS TJNJMBS UP UIF HJBOU NBHOFUPSFTJTUBODF 	(.3
 FGGFDU
JO '.�/. NVMUJMBZFST
 FTQFDJBMMZ XIFO NFBTVSFNFOUT BSF
NBEF JO UIF DVSSFOU�QFSQFOEJDVMBS�UP�QMBOF 	$11
 DPOàHVS�
BUJPO� *O UIF MJNJU PG OP�TQJO SFMBYBUJPO
 NPTU PG UIF (.3
BOE TQJO�EFQFOEFOU UIFSNPFMFDUSJD FGGFDUT DBO CF VOEFSTUPPE
VTJOH B TJNQMF UXP�DVSSFOU TFSJFT SFTJTUPS NPEFM XIFSF AVQ�
BOE AEPXO� DIBSHF DBSSJFST BSF QSPQBHBUJOH JOEFQFOEFOUMZ JO
UXP TQJO DIBOOFMT XJUI MBSHF TQJO BTZNNFUSJFT JO UIF FMFDUSJDBM
SFTJTUJWJUZ BOE UIF UIFSNPQPXFS <��m��>�

*O BEEJUJPO
 UIFSF IBT CFFO HSPXJOH JOUFSFTU JO OBOPDPN�
QPTJUFT GPSNFE CZ JOPSHBOJD /8T FNCFEEFE JO PSHBOJD IPTUT

GPS UIFJS QPUFOUJBMT BT FGàDJFOU UIFSNPFMFDUSJD NBUFSJBMT UIBU
BSF MJHIU�XFJHIU
 áFYJCMF
 CFOEBCMF BOE TIBQFBCMF <��
 ��>�
5IFTF LFZ BEWBOUBHFT BMMPX UIF UIFSNPFMFDUSJD EFWJDFT UP IBS�
OFTT UIFSNBM FOFSHZ PG IPU TVSGBDFT XJUI DPNQMFY HFPNFUSJFT
PS FWFO UIF IVNBO CPEZ BOE PGGFS JOOPWBUJWF QFSTQFDUJWFT JO B
TVTUBJOBCMF EFWFMPQNFOU DPOUFYU BOE UIF EFWFMPQNFOU PG NJOJ�
BUVSF
 MJHIUXFJHIU BOE GVODUJPOBM QPSUBCMF FMFDUSPOJD EFWJDFT
<��m��>� )PXFWFS
 UP EBUF
 áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD HFOFSBUPST
NBEF PG DPOEVDUJOH QPMZNFST BOE UIFJS DPSSFTQPOEJOH OBOP�
DPNQPTJUFT FYIJCJU NVDI MPXFS QSPQFSUJFT DPNQBSFE UP JOPS�
HBOJD UIFSNPFMFDUSJD NBUFSJBMT <��
 ��>�

5IF SFDFOU EFWFMPQNFOU PG UISFF�EJNFOTJPOBM OFUXPSLT
NBEF PG JOUFSDPOOFDUFE /8T IBT SBJTFE OFX QFSTQFDUJWFT JO
UIF àFME PG UIFSNPFMFDUSJD OBOPXJSFT� *OEFFE
 UIJT OPWFM OBOP�
BSDIJUFDUVSF IBT TFWFSBM LFZ BEWBOUBHFT PWFS QBSBMMFM /8T
BSSBZT
 TVDI BT UIF SPCVTUOFTT PG UIF /8 BSSBZ BOE UIF TVJU�
BCJMJUZ PG UIF TUSVDUVSF GPS FMFDUSJDBM BOE UIFSNPFMFDUSJD NFBT�
VSFNFOUT JO UIF QMBOF PG UIF àMN DPOUBJOJOH UIF /8 BSSBZ
<��
 ��
 ��>� *O DPOUSBTU UP QBSBMMFM BSSBZT PG /8T XIFSF UIF
UIFSNBM BOE FMFDUSJDBM DVSSFOU DBO POMZ CF BQQMJFE BMPOH UIF
EJSFDUJPO QBSBMMFM UP UIF /8BYJT 	J�F� QFSQFOEJDVMBS UP UIF /8�
CBTFE àMNT XIPTF UIJDLOFTT JT B GFX UFOT PG µN NBYJNVN


UIF �% /8 TUSVDUVSF BMMPXT UP BQQMJFE UIFSNBM BOE FMFDUSJDBM
DVSSFOU JO UIF NBDSPTDPQJD JO�QMBOF EJSFDUJPO
 XIJMF UIF DVS�
SFOU JT MPDBMMZ SFTUSJDUFE BMPOH UIF /8 BYJT EJSFDUJPO
 MFBE�
JOH UP B QPUFOUJBM GPS NVDI MBSHFS UFNQFSBUVSF HSBEJFOU BU UIF
FEHFT PG UIF TBNQMFT BOE JODSFBTFE UIFSNPFMFDUSJD PVUQVU TJH�
OBM� 5IFTF �% /8 OFUXPSLT DBO CF FNCFEEFE XJUIJO PSHBOJD
NFNCSBOFT TP UIBU UIF /8T�NFNCSBOF DPNQPTJUF IBT áFY�
JCMF QSPQFSUJFT
 XIJMF UIF UFNQMBUF BMTP QSPUFDU UIF /8T GSPN
PYJEBUJPO� "T B SFTVMU
 JOUFSDPOOFDUFE /8 OFUXPSLT BSF WFSZ
QSPNJTJOH GPS BQQMJDBUJPOT JO UIF àFME PG áFYJCMF UIFSNPFMFD�
USJDJUZ <��
 ��
 ��>�

*O UIJT QBQFS
 JOUFSDPOOFDUFE OBOPXJSF OFUXPSLT
 FJUIFS
NBEF PG IPNPHFOFPVT '.NBUFSJBMT
 F�H� QVSF NFUBMT 	$P
 /J

'F
 BOE /J$P
 /J'F BOE /J$S BMMPZT
 PS NBEF PG '.�$V 	XJUI
'.=$P
 $P��/J�� PS /J��'F��
 NVMUJMBZFST
 IBWF CFFO HSPXO
CZ FMFDUSPEFQPTJUJPO JOUP �% QPSPVT QPMZDBSCPOBUF UFNQMBUFT

BOE UIFJS UIFSNPFMFDUSJD BOE NBHOFUP�UIFSNPFMFDUSJD QSPQFS�
UJFT XFSF NFBTVSFE� *O BEEJUJPO
 UIFSNPDPVQMFT NBEF GSPN
'.�$V NVMUJMBZFS $/8T BOE GSPN IPNPHFOFPVT '. $/8T
XFSF GBCSJDBUFE� #Z àOF�UVOJOH UIF NBUFSJBM DPNQPTJUJPO PG
UIF UXP MFHT
 NBHOFUJDBMMZ BDUJWBUFE UIFSNPFMFDUSJD TXJUDIFT
XFSF PCUBJOFE� 5IF BCJMJUZ UP TXJUDI GSPN B [FSP UIFSNPFMFD�
USJD PVUQVU WPMUBHF UP B WPMUBHF PG TFWFSBM UFOT PG µ7 GPMMPXJOH
UIF BQQMJDBUJPO PS SFNPWBM PG BO FYUFSOBM NBHOFUJD àFME XBT
EFNPOTUSBUFE�

�� .BUFSJBMT BOE NFUIPET

���� 'BCSJDBUJPO PG DSPTTFE OBOPXJSFT GPS áFYJCMF
UIFSNPFMFDUSJD àMNT

5IF UFNQMBUF�BTTJTUFE FMFDUSPEFQPTJUJPO UFDIOJRVF IBT QSPWFO
UP CF UIF NPTU FGàDJFOU NFUIPE GPS UIF GBCSJDBUJPO PG �% /8
BSSBZT XJUI DPOUSPMMFE TJ[F
 HFPNFUSZ
 DPNQPTJUJPO BOE TVS�
GBDF NPSQIPMPHZ <��>� *O UIJT BQQSPBDI
 UIF DSPTTFE OBOPXJSF
	$/8
 OFUXPSLT TJNQMZ SFQMJDBUF UIF QPSPVT UFNQMBUFT <��>�

�
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'JHVSF �� 	B

 	C
 4DIFNBUJDT PG DSPTTFE OBOPXJSF OFUXPSLT NBEF PG IPNPHFOFPVT NBUFSJBM 	B
 BOE GFSSPNBHOFUJD 	'.
�$V NVMUJMBZFST 	C
�
	D

 	E
 *NBHFT PG TFMG�TVQQPSUFE JOUFSDPOOFDUFE OBOPXJSF OFUXPSLT PCUBJOFE CZ TDBOOJOH FMFDUSPO NJDSPTDPQZ� 	D
 -PX�NBHOJàDBUJPO
JNBHF TIPXJOH UIF ��◦ UJMUFE WJFX PG UIF NBDSPTDPQJD /8 OFUXPSL àMN� 	E
 )JHIFS NBHOJàDBUJPO JNBHF PG UIF TBNQMF JO 	D
�

5SBDL�FUDIFE QPMZNFS NFNCSBOFT XJUI DZMJOESJDBM DSPTTFE
OBOPQPSFT BSF PCUBJOFE CZ TFRVFOUJBM JSSBEJBUJPO PG B QPMZDBS�
CPOBUF 	1$
 àMN XJUI FOFSHFUJD IFBWZ JPOT BU EJGGFSFOU BOHMFT
PG JODJEFODF
 GPMMPXFE CZ TFMFDUJWF DIFNJDBM FUDIJOH PG UIF JPO
USBDLT JO UIF QPMZNFS àMN <��m��>� *O BEEJUJPO UP UIF QSFDJTF
DPOUSPM UIF HFPNFUSJDBM QBSBNFUFST PG UIF �% QPSPVT TUSVDUVSF
BOE UIF MFWFM PG QPSPTJUZ
 UIJT BQQSPBDI BMMPXT GPS MBSHF TVSGBDF
BSFB NFNCSBOFT�

*O UIJT XPSL
 UIF �% QPSPVT UFNQMBUFT BSF GBCSJDBUFE CZ
FYQPTJOH �� µN UIJDL 1$ àMNT UP TFWFSBM JSSBEJBUJPO TUFQT
XJUI "S�+ JPOT� 5IF QPMZNFS àMN XBT àSTU TVCKFDUFE UP BO
JSSBEJBUJPO TUFQ XJUI JODJEFOU BOHMFT PG +��◦ BOE −��◦ XJUI
SFTQFDU UP UIF OPSNBM PG UIF 1$ àMN TVSGBDF� /FYU
 GPS UIF
TFDPOE JSSBEJBUJPO TUFQ UIF àMN XBT SPUBUFE JO UIF QMBOF CZ
��◦ BOE SF�FYQPTFE UP UIF TBNF JSSBEJBUJPO áVY UP àOBMMZ GPSN
DZMJOESJDBM DSPTTFE /8T XJUI NFBO EJBNFUFS PG �� ON BOE
QPSPTJUZ PG BCPVU ��� 5IFO
 UIF 1$ UFNQMBUFT BSF DPBUFE PO
POF TJEF XJUI B NFUBMMJD $S�"V CJMBZFS UP TFSWF BT DBUIPEF
EVSJOH UIF FMFDUSPEFQPTJUJPO PG /8T OFUXPSLT� 5IF UIJDLOFTT
PG UIF UIJO BEIFTJPO MBZFS PG $S JT TFU UP � ON
 XIJMF UIF
UIJDLOFTT PG UIF "V MBZFS JT TFU UP ��� ON UP FOTVSF DPN�
QMFUF BOE VOJGPSN QPSF DPWFSBHF QSJPS UP UIF FMFDUSPEFQPTJUJPO
QSPDFTT�

)PNPHFOFPVT $/8T NBEF PG GFSSPNBHOFUJD NFUBMT BOE
BMMPZT
 BT TDIFNBUJDBMMZ TIPXO JO àHVSF �	B

 BSF HSPXO GSPN
IPNFNBEF FMFDUSPMZUF XJUI BEFRVBUF NFUBMMJD JPOT DPNQPTJ�
UJPO CZ FMFDUSPEFQPTJUJPO JO QPUFOUJPTUBUJD NPEF BU 35 <��
 ��>�
*O UIJT TUVEZ
 $/8T NBEF PG QVSF '. 	/J
 $P
 'F
 IBWF CFFO
GBCSJDBUFE
 BT XFMM BT $/8T NBEF PG /J$P
 /J'F BOE /J$S
BMMPZT� #Z BEKVTUJOH UIF JPO DPNQPTJUJPO BOE UIF QPUFOUJBM
 UIF
BMMPZJOH DPNQPTJUJPO DBO CF QSFDJTFMZ DPOUSPMMFE <��
 ��m��>�
.PSFPWFS
 UIF UFDIOJRVF IBT CFFO QSPWFE WFSZ WFSTBUJMF
 BMMPX�
JOH UP HSPX �% DSPTTFE GFSSPNBHOFUJD NFUBMMJD OBOPUVCFT
<��
 ��> PS DSPTTFE NVMUJMBZFS /8T XIFSF GFSSPNBHOFUJD MBZ�
FST 	$P
 $P��/J�� BOE /J��'F��
 BOE $V MBZFST BSF TUBDLFE
BMPOH UIF /8T BYJT
 BT TDIFNBUJDBMMZ TIPXO JO àHVSF �	C

<��m��
 ��
 ��>� 5IFTF OFUXPSLT DBO CF HSPXO XJUI EFTJSFE
TIBQF BOE TJ[F UP NFFU SFRVJSFNFOUT PG WBSJPVT QSBDUJDBM
BQQMJDBUJPOT�

'JHVSFT �	D
 BOE 	E
 TIPX JNBHFT PG TFMG�TVQQPSUFE �%
$/8 OFUXPSLT PCUBJOFE CZ FMFDUSPO NJDSPTDPQZ BGUFS UIF
DPNQMFUF SFNPWBM PG UIF 1$ UFNQMBUF BOE NFUBMMJD DBUIPEF�
5IF MPX�NBHOJàDBUJPO JNBHF PO àHVSF �	D
 BUUFTUT GPS UIF
EFOTF BOE SPCVTU TUSVDUVSF NBEF PG �% JOUFSDPOOFDUFE /8T�
'JHVSF �	E
 BU MBSHFS NBHOJàDBUJPO TIPXT UIF JOUFSDPOOFDUFE
/8 TUSVDUVSF�

�
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'JHVSF �� 'BCSJDBUJPO UFDIOJRVF PG QMBOBS BOE áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD EFWJDFT CBTFE PO �% OBOPXJSF OFUXPSLT� 	B
 /�UZQF BOE 1�UZQF
OBOPXJSF BSSBZT BSF GBCSJDBUFE CZ UXP TVDDFTTJWF FMFDUSPEFQPTJUJPO TUFQT GSPN UIF HPME DBUIPEF JOUP B �� µN UIJDL 1$ UFNQMBUF� 	C
 "O
FMFDUSPEF EFTJHO JT PCUBJOFE CZ QMBTNB FUDIJOH 	VOEFS � N5PSS PG "S QMBTNB BOE �� 8
 PG UIF "V DBUIPEF UP DSFBUF B Q�O UIFSNPFMFDUSJD
KVODUJPO� 	D
 4DIFNBUJD PG B QMBOBS UIFSNPFMFDUSJD EFWJDF NBEF PG TFWFSBM �% DSPTTFE OBOPXJSF Q�O KVODUJPOT� 	E

 	F
 1JDUVSFT PG B QMBOBS
BOE áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD EFWJDF XJUI UISFF Q�O KVODUJPOT NBEF PG DSPTTFE OBOPXJSF OFUXPSLT� 5IF QJDUVSF JO 	F
 BUUFTUT GPS UIF EFWJDF
áFYJCJMJUZ BOE TIBQFBCJMJUZ� 	G
 4DIFNBUJD PG B áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD NPEVMF DPOTJTUJOH PG OBOPXJSF OFUXPSL�CBTFE UIFSNPDPVQMFT
 BT JO
	D

 XJUI B UIFSNBM HSBEJFOU QFSQFOEJDVMBS UP UIF àMN TVSGBDF�

$/8 OFUXPSLT BSF BMTP BQQSPQSJBUF GPS UIF GBCSJDBUJPO PG
QMBOBS áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD UIFSNPDPVQMFT NBEF PG UXP EJT�
TJNJMBS NBUFSJBMT FNCFEEFE XJUIJO B TJOHMF 1$ àMN <��>� 5IF
UIFSNPDPVQMFT BSF PCUBJOFE CZ FMFDUSPEFQPTJUJOH UXP BEKBDFOU
/8 OFUXPSLT GSPN UIF "V DBUIPEF JO UIF TBNF 1$ UFNQMBUF

XJUI POF CSBODI NBEF PG Q�UZQF NBUFSJBM
 UIF PUIFS PG O�UZQF
NBUFSJBM
 BT TIPXO JO àHVSF �	B
� 5IFO
 UIF "V DBUIPEF JT MPD�
BMMZ SFNPWFE CZ QMBTNB FUDIJOH UP PCUBJO UIF FMFDUSPEF EFTJHO
TIPXO JO àHVSF �	C
� .PSFPWFS
 UIFTF JOEJWJEVBM NPEVMFT DBO
CF DPOOFDUFE FMFDUSJDBMMZ JO TFSJFT BOE UIFSNBMMZ JO QBSBMMFM UP
GPSN NPSF FGàDJFOU UIFSNPFMFDUSJD EFWJDFT
 DPNQMFUFMZ JOUFH�
SBUFE XJUIJO B áFYJCMF 1$ UFNQMBUF
 BT TIPXO JO àHVSF �	D
�
'JHVSF �	E
 TIPXT B QJDUVSF PG B UIFSNPFMFDUSJD NPEVMF DPN�
QPTFE PG UISFF $/8�CBTFE UIFSNPDPVQMFT� 'JHVSF �	F
 IJHI�
MJHIUT UIF áFYJCJMJUZ BOE TIBQFBCJMJUZ PG UIF EFWJDF
 XIJDI DBO
CF VTFE UP IBSOFTT IFBU GSPN IPU TVSGBDF XJUI DPNQMFY HFP�
NFUSJFT PS DPPM EPXO FMFDUSPOJD EFWJDF XJUI DPNQMFY TIBQFT
<��>� *U TIPVME CF OPUFE UIBU UIF TBNF GBCSJDBUJPO UFDIOJRVF
DBO CF FBTJMZ BEBQUFE UP GBCSJDBUF áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD NPE�
VMFT FYQMPJUJOH UFNQFSBUVSF EJGGFSFODFT UIBU PDDVS BMPOH UIF
àMN OPSNBM 	TFF àHVSF �	G

 <��>� 5IJT BMUFSOBUJWF DPOàHVSB�
UJPO
 DPNCJOFE XJUI UIF NJOJBUVSJ[BUJPO PG CPUI UIF FMFDUSPEF�
QPTJUJPO QSPDFTT BOE UIF FMFDUSPEF QBUUFSOJOH CZ QMBTNB FUDI�
JOH
 BMMPXT UIF JOUFHSBUJPO PG B MBSHF OVNCFS PG UIFSNPDPVQMFT
XIJMF MJNJUJOH UIF MBUFSBM EJNFOTJPOT BOE UIF SFDPWFSZ PG XBTUF
IFBU GSPN DPNQMFY TIBQFE TVSGBDFT�

���� &YQFSJNFOUBM TFU�VQT GPS FMFDUSJD BOE UIFSNPFMFDUSJD
NFBTVSFNFOUT

5IF HSPXUI PG �% GFSSPNBHOFUJD NFUBM /8 OFUXPSLT XJUIJO
1$ UFNQMBUF BMMPXT UP PCUBJO áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD NBUFSJBMT
XJUIPVU EFHSBEJOH UIF FYDFMMFOU UIFSNPFMFDUSJD BOE FMFDUSJDBM
USBOTQPSU QSPQFSUJFT PG UIF DPOTUJUVUJOH GFSSPNBHOFUJD NFUBMT
<��
 ��
 ��>� 5IF 4FFCFDL DPFGàDJFOU BOE FMFDUSJDBM SFTJTUJW�
JUZ GPS WBSJPVT IPNPHFOFPVT $/8 OFUXPSLT NBEF PG WBSJPVT
'. NFUBMT BOE BMMPZT EFQPTJUFE JOUP �� µN UIJDL 1$ UFN�
QMBUF XFSF NFBTVSFE VTJOH UIF FYQFSJNFOUBM TFU�VQ SFQPSUFE
JO àHVSFT �	B
 BOE 	C
� 'JSTU
 B UXP�QSPCF FMFDUSPEF EFTJHO JT
PCUBJOFE CZ MPDBM SFNPWJOH PG UIF $S�"V DBUIPEF VTJOH QMBTNB
FUDIJOH
 BT EFTDSJCFE JO <��
 ��
 ��>� 5IF FUDIFE BSFB
 XIJDI
DPSSFTQPOET UP UIF BSFB PG UIF /8 OFUXPSL UIBU JT NFBTVSFE

JT BCPVU � NN MPOH BOE � NN MBSHF� #FDBVTF PG UIF MPX
UIFSNBM�FMFDUSJDBM DPOUBDU SFTJTUBODF CFUXFFO UIF $S�"V DBUI�
PEF BOE UIF '. $/8T
 UIJT DPOàHVSBUJPO JT TVJUBCMF GPS FMFD�
USJDBM BOE UIFSNPFMFDUSJD NFBTVSFNFOUT� *O BEEJUJPO
 JO PSEFS
UP PCUBJO MBSHF BOE FBTJMZ NFBTVSBCMF TJHOBMT
 NFBTVSFNFOUT
BSF NBEF XJUI UIF UIFSNBM�FMFDUSJDBM DVSSFOU BQQMJFE HMPCBMMZ
BMPOH UIF NBDSPTDPQJD JO�QMBOF 	*1
 EJSFDUJPO PG UIF $/8
OFUXPSLT XIJMF FOTVSJOH TNBMM�TDBMF IFBU BOE DIBSHF áPXT
BMPOH UIF /8 BYJT� 5IJT JT CFDBVTF UIF UIFSNBM DPOEVDUJW�
JUZ PG UIF FMFDUSJDBMMZ JOTVMBUJOH 1$ IPTU JT NVDI TNBMMFS UIBO
UIBU PG UIF NFUBMMJD /8T� 'PS UIFSNPFMFDUSJD NFBTVSFNFOUT


�
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'JHVSF �� 	B

 	C
 %FWJDF DPOàHVSBUJPO GPS NFBTVSFNFOUT PG UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU BOE UIF SFTJTUBODF PG B �% DSPTTFE OBOPXJSF OFUXPSLT�
	B
 )FBU áPX JT HFOFSBUFE CZ B SFTJTUJWF FMFNFOU
 BOE B UIFSNPFMFDUSJD WPMUBHF∆7 JT DSFBUFE CZ UIF UFNQFSBUVSF EJGGFSFODF∆5� 	C
 5IF
WPMUBHF EJGGFSFOUJBM∆7 JOEVDFE CZ UIF JOKFDUFE DVSSFOU * CFUXFFO UIF UXP NFUBMMJD FMFDUSPEFT JT NFBTVSFE XIJMF UIF UXP FMFDUSPEFT BSF
NBJOUBJOFE BU UIF TBNF DPOTUBOU UFNQFSBUVSF� 	D
 4FFCFDL DPFGàDJFOU BT B GVODUJPO PG UIF /J DPOUFOU Y/J GPS DSPTTFE OBOPXJSF OFUXPSLT NBEF
PG /J'F BOE /J$S BMMPZT� 	E
m	G
 5FNQFSBUVSF EFQFOEFODJFT PG 	E
 UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU 4
 	F
 UIF SFTJTUJWJUZ ρ BOE 	G
 UIF QPXFS GBDUPS 1'
= 4�/ρ PG �% DSPTTFE OBOPXJSF OFUXPSLT NBEF PG WBSJPVT GFSSPNBHOFUJD NFUBMT BOE BMMPZT�

B SFTJTUJWF IFBUFS JT DPOOFDUFE UP POF FMFDUSPEF BT EFQJDUFE JO
àHVSF �	B
 XIJMF UIF PUIFS FMFDUSPEF JT DPOOFDUFE UP B IFBU TJOL
NBJOUBJOFE BU DPOTUBOU UFNQFSBUVSF
 HJWJOH SJTF UP B UIFSNBM
DVSSFOU UISPVHI UIF $/8 OFUXPSL UIBU JT NFBTVSFE VTJOH B
UZQF & EJGGFSFOUJBM UIFSNPDPVQMF XIJMF UIF WPMUBHF JT NFBT�
VSFE VTJOH UIJO DISPNFM 1 XJSFT 	TFF <��> GPS EFUBJMT
� " UZQ�
JDBM UFNQFSBUVSF EJGGFSFODF PG � , XBT VTFE JO UIF NFBTVSF�
NFOUT� 'PS FMFDUSJDBM NFBTVSFNFOUT
 UIF UXP FMFDUSPEFT BSF
LFQU BU UIF TBNF UFNQFSBUVSF XIJMF B EJSFDU DVSSFOU JT JOKFDUFE
UISPVHI UIF $/8 OFUXPSL HFOFSBUJOH UIF NFBTVSFE WPMUBHF�
"MM DPOUBDUT CFUXFFO MFBET BOE UIF $S�"V FMFDUSPEFT BSF NBEF
VTJOH TJMWFS QBJOU� /PUF UIBU UIF NFBTVSFNFOUT QFSGPSNFE XJUI
B UXP�QSPCF BOE B GPVS�QSPCF DPOàHVSBUJPO
 UIF MBUUFS BMMPX�
JOH UP SFNPWF UIF DPOUBDU SFTJTUBODF GSPN UIF NFBTVSFNFOU

QSPWJEF JEFOUJDBM SFTJTUBODF WBMVFT CFDBVTF UIF FMFDUSJDBM SFT�
JTUBODF PG UIF OFUXPSL 	GSPN GFX Ω UP GFX LΩ
 JT NVDI MBSHFS
UIBO UIF POFT BUUSJCVUFE UP UIF DPSSFTQPOEJOH MFBET BOE DPO�
UBDUT UP UIF TBNQMF <��>� 5IFTF UIFSNPFMFDUSJD BOE FMFDUSJDBM

NFBTVSFNFOUT XFSF QFSGPSNFE VOEFS WBDVVN JO B UFNQFSBU�
VSF SBOHF PG �� ,m��� , BOE BO FYUFSOBM NBHOFUJD àFME XBT
TXFQU CFUXFFO±�� L0F JO UIF *1 EJSFDUJPO PG UIF OFUXPSL GPS
NBHOFUP�USBOTQPSU NFBTVSFNFOUT�

�� 3FTVMUT

���� 5IFSNPFMFDUSJD QSPQFSUJFT PG IPNPHFOFPVT OBOPXJSFT

5BCMF � QSPWJEFT UIF 35 WBMVFT GPS UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU
4 PG WBSJPVT '. $/8 OFUXPSLT BU [FSP NBHOFUJD àFME� "T
TFFO
 UIF IJHI 4FFCFDL DPFGàDJFOUT PG GFSSPNBHOFUJD NFUBMT
BSF QSFTFSWFE JO UIF FMFDUSPEFQPTJUFE /8 TUSVDUVSFT <��>� *O
BEEJUJPO
 JU JT QPTTJCMF UP NBLF '. $/8T XJUI 4FFCFDL
DPFGàDJFOU PG PQQPTJUF TJHOT
 BMMPXJOH UIF GBCSJDBUJPO PG Q�O
UIFSNPDPVQMFT
 BT TIPXO TDIFNBUJDBMMZ JO àHVSF �� 5IF FMFD�
USJDBM SFTJTUJWJUZ ρ PG '. $/8T XBT FYUSBDUFE GSPN UIF SFT�
JTUBODF NFBTVSFNFOUT BU 35 BOE BU �� , BTTVNJOH UIBU UIF

�



+� 1IZT� %� "QQM� 1IZT� �� 	����
 ������ 5 EB $B̂NBSB 4BOUB $MBSB (PNFT FU BM

5BCMF �� 3PPN�UFNQFSBUVSF 4FFCFDL DPFGàDJFOU 4
 SFTJTUJWJUZ ρ

QPXFS GBDUPS 1' BOE àHVSF PG NFSJU ;5 GPS TFWFSBM IPNPHFOFPVT BOE
NVMUJMBZFS DSPTTFE OBOPXJSF OFUXPSLT� 5IF HSFZ DPMPS IJHIMJHIUT UIF
Q�UZQF UIFSNPFMFDUSJD NBUFSJBMT� 5IF WBMVFT BSF SFQPSUFE BU [FSP
FYUFSOBM NBHOFUJD àFME GPS UIF IPNPHFOFPVT OFUXPSLT BOE JO UIF
TBUVSBUFE TUBUF GPS UIF NVMUJMBZFS OBOPXJSF OFUXPSLT�

4
	µ7,−�


ρ
	µΩDN


1'
	N8,−� N−�
 ;5

$P −���� ��� ���� ��� × ��−�

'F +���� ���� ��� ��� × ��−�

/J −���� ��� ��� ��� × ��−�

/J��'F�� −���� ���� ��� ��� × ��−�

/J��'F�� −���� ���� ��� ��� × ��−�

/J��'F�� −���� ���� ��� ��� × ��−�

/J��'F�� −���� ���� ��� ��� × ��−�

/J��$S� +���� ���� ��� ��� × ��−�

$P�$V −���� ��� ��� ��� × ��−�

$P��/J���$V −���� ���� ��� ��� × ��−�

/J��'F���$V −���� ���� ��� ��� × ��−�

.BUUIJFTFO�T SVMF IPMET BOE UIBU UIF JEFBM SFTJTUJWJUZ BU 35
JT UIF TBNF BT GPS '. CVML NBUFSJBM 	TFF <��> GPS EFUBJMT
�
*U IBT JOEFFE CFFO QSFWJPVTMZ QPJOUFE PVU UIBU GPS B OPU UPP
TNBMM /8 EJBNFUFS 	!�� ON

 UIFSNBMMZ JOEVDFE TDBUUFSJOH
FGGFDUT BSF JOEFQFOEFOU PG TBNQMF EJNFOTJPOT
 OBOPTUSVDUVS�
JOH BOE EFGFDU DPODFOUSBUJPO <��>� 5IF 35 FMFDUSJDBM SFTJTUJW�
JUZ WBMVFT
 QSPWJEFE JO UBCMF �
 BSF POMZ TMJHIUMZ MBSHFS UP
UIBU PG UIF DPSSFTQPOEJOH CVML '. NBUFSJBMT� 5IJT JT EVF UP
JODSFBTFE TDBUUFSJOH PG DPOEVDUJPO FMFDUSPOT CZ EFGFDUT JO UIF
FMFDUSPEFQPTJUFE OBOPTUSVDUVSFE NBUFSJBMT BOE BEEJUJPOBM TVS�
GBDF TDBUUFSJOH SFMBUFE UP UIF OBOPTDBMF MBUFSBM EJNFOTJPOT PG
UIF /8T <��>�

5IF UIFSNPFMFDUSJD QSPQFSUJFT PG $/8OFUXPSLT XFSF DIBS�
BDUFSJ[FE CZ UIF QPXFS GBDUPS 	1' = 4�/ρ
 BOE UIF àHVSF PG
NFSJU ;5 = 4�5/κρ� *O UIF DBTF PG B NFUBM
 BOE BTTVNJOH
UIBU UIF 8JFEFNBOOm'SBO[ MBX BQQMJFT 	κρ= -�5 XJUI -� =
�.��× ��−� 7� ,−�
 UIF -PSFOU[ OVNCFS

 UIF àHVSF PG NFSJU
JT TJNQMZ HJWFO CZ ;5 = 4�/-�� 5IF WBMVFT PG 1' BOE ;5 BU
35 BSF SFQPSUFE JO UBCMF � GPS WBSJPVT '. $/8 OFUXPSLT� 5IF
1' WBMVFT GPS $/8T XFSF POMZ TMJHIUMZ TNBMMFS UIBO UIBU PG
CVML '.NBUFSJBMT
 XIJDI DBO CF BTDSJCFE UP UIF TMJHIU JODSFBTF
JO UIF SFTJEVBM FMFDUSJDBM SFTJTUJWJUZ� 1' ≈ �� N8,−� N−�

XBT GPVOE JO $P $/8 OFUXPSLT <��>
 XIJDI JT DMPTF UP UIF
MBSHFTU 1' EJTQMBZFE CZ CVML $P BU 35 	1'≈ �� N8,−� N−�

<��>
 BOE BCPVU UXJDF MBSHFS UP UIBU PG XJEFMZ VTFE UIFSNPFMFD�
USJD NBUFSJBM CJTNVUI�UFMMVSJEF 	JO UIF SBOHF �m� N8,−� N−�

<��>
� "MUIPVHI UIF JOWFTUJHBUFE Q�UZQF $/8T TIPX MPXFS 1'T
UIBO UIF JOWFTUJHBUFE O�UZQF $/8T
 UIPTF 1' WBMVFT BSF BU
MFBTU POF PSEFS PG NBHOJUVEF MBSHFS UIBO UIF POFT SFQPSUFE GPS
áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD àMNT CBTFE PO PQUJNJ[FE DPOEVDUJOH
QPMZNFST <��>� "T B DPOTFRVFODF
 �% $/8 OFUXPSLT FNCFE�
EFE JOUP 1$ NFNCSBOF BSF QSPNJTJOH áFYJCMF NBUFSJBMT GPS
BDUJWF DPPMJOH BQQMJDBUJPOT UIBU SFRVJSF MBSHF 1' BOE UIFSNBM
DPOEVDUJWJUZ <��
 ��>� 5IF ;5 WBMVFT BU 35 BSF GPVOE UP CF
BCPVU POF UP UXP PSEFST PG NBHOJUVEF TNBMMFS UIBO UIPTF PG
TUBUF�PG�UIF�BSU UIFSNPFMFDUSJD NBUFSJBMT 	DVSSFOU SFDPSE WBMVF

PG ;5 = ���� BU ��� , JO CJTNVUI BOUJNPOZ UFMMVSJEF BMMPZT
<��>
� )PXFWFS
 JU JT DPNQBSBCMF UP UIPTF PG UIFSNPDPVQMF
BMMPZT 	;5 ≈ � × ��−� BOE ;5 ≈ ��� × ��−� JO DPOTUBOUBO
BOE DISPNFM
 SFTQFDUJWFMZ
 BOE DBO CF VTFE JO BQQMJDBUJPOT GPS
EFWJDFT XJUI MPX FOFSHZ SFRVJSFNFOUT XIFSF UIF IFBU TVQQMZ
DPNFT GSPN SFDPWFSFE XBTUF IFBU�

5IF 35 4FFCFDL DPFGàDJFOU PG $/8 OFUXPSLT NBEF PG '.
BMMPZT XBT GPVOE UP CF IJHIMZ BEKVTUBCMF CZ DIBOHJOH UIF BMMPZ
DPNQPTJUJPO� 'PS FYBNQMF
 UIF BEEJUJPO PG 'F PS $S JNQVS�
JUJFT JO /J $/8T DBO CF VTFE UP NPEJGZ UIF UIFSNPQPXFS
UPXBSET NPSF OFHBUJWF PS QPTJUJWF WBMVFT <��
 ��>� 'JHVSF �	D

TIPXT UIF 35 4FFCFDL DPFGàDJFOU PG /J'F BOE /J$S $/8
OFUXPSLT EFQFOEJOH PO UIF DPNQPTJUJPO PG UIF BMMPZ� "T
TFFO
 UIF JODSFBTF PG 'F DPODFOUSBUJPO MFBET UP B NPOPUPOPVT
JODSFBTF PG UIF NBHOJUVEF PG UIF OFHBUJWF UIFSNPQPXFS VQ UP
−���� µ7,−� GPS ��� PG 'F JOUP /J $/8T� *O DPOUSBTU
 UIF
BEEJUJPO PG $S JNQVSJUZ DIBOHFT UIF TJHO PG UIF UIFSNPQPXFS

XJUI 4FFCFDL DPFGàDJFOU SFBDIJOH +���� µ7,−� GPS �� PG
$S JOUP /J $/8T� 5IJT BMMPXT UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU UP CF
àOF�UVOFE GPS UIF EFTJSFE BQQMJDBUJPOT� )PXFWFS
 UIF BEEJUJPO
PG 'F PS $S JNQVSJUJFT BMTP JOEVDFT MBSHFS SFTJEVBM SFTJTUJWJUZ
EVF UP JNQVSJUZ TDBUUFSJOH�

5IF UFNQFSBUVSF WBSJBUJPO PG UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU 4 PG
WBSJPVT '. $/8 OFUXPSLT XBT BMTP NFBTVSFE JO UIF SBOHF
5= ��m��� ,
 BT SFQPSUFE JO àHVSF �	E
� "T FYQFDUFE
 UIF
UIFSNPQPXFS UFOET UPXBSET WFSZ MPX WBMVFT BU MPX UFNQFSBU�
VSFT� 5IF UFNQFSBUVSF WBSJBUJPOT PG 4 PCTFSWFE PO UIF $/8T
BSF HMPCBMMZ TJNJMBS UP UIPTF PG UIF DPSSFTQPOEJOH CVML NBUFSJ�
BMT
 FYDFQU GPS UIF BCTFODF PG PG QIPOPO�ESBH QFBLT JO UIF UIFS�
NPQPXFS SFTVMUJOH GSPN UIF OBOPTUSVDUVSJOH <��>� 'JHVSF �	F

TIPXT UIF UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF PG UIF FMFDUSJDBM SFTJTUJW�
JUZ PG '. $/8T
 XIJDI FYIJCJUT NFUBMMJD CFIBWJPS� "T FYQFD�
UFE
 '. BMMPZT MFBE UP IJHIFS SFTJEVBM FMFDUSJDBM SFTJTUJWJUZ
 EVF
UP EJGGVTJPO CZ JNQVSJUJFT� 'PS UFNQFSBUVSFT CFUXFFO ��� ,
BOE ��� ,
 UIF UFNQFSBUVSF WBSJBUJPO JT BMNPTU MJOFBS� 5IF
UFNQFSBUVSF WBSJBUJPO PG UIF UIFSNPFMFDUSJD QPXFS GBDUPS JT
SFQPSUFE JO àHVSF �	G
� *U JMMVTUSBUFT UIF MBSHF 1' WBMVFT PG
$P $/8T BSPVOE 35
 XIJMF 1Z BOE /J BMTP EJTQMBZ SFMBU�
JWFMZ MBSHF 1'� *O DPOUSBTU
 UIF Q�UZQF TBNQMFT IBWF TNBMMFS 1'
BSPVOE 35�

���� .BHOFUP�UIFSNPFMFDUSJD QSPQFSUJFT PG NVMUJMBZFS
OBOPXJSFT

*OUFSDPOOFDUFE '.�$V NVMUJMBZFS $/8 OFUXPSLT IBWF CFFO
GPVOE UP DPNCJOF MBSHF UIFSNPQPXFS BOE MBSHF WBSJBUJPO PG
UIFJS FMFDUSJDBM BOE UIFSNPFMFDUSJDBM QSPQFSUJFT VOEFS FYUFSOBM
NBHOFUJD àFMET <��m��
 ��>� 5IFTF OBOPTUSVDUVSFT NBLF JU QPT�
TJCMF UP NFBTVSF HJBOU NBHOFUPSFTJTUBODF 	(.3
 SFTQPOTFT
BOE JUT BOBMPHVF NBHOFUP�UIFSNPQPXFS FGGFDU XJUI UIF FMFD�
USJDBM�UIFSNBM DVSSFOU áPXJOH QFSQFOEJDVMBSMZ UP UIF QMBOF PG
UIF MBZFST JO UIF JOEJWJEVBM /8 TFHNFOUT 	$11 DPOàHVSBUJPO

BOE UIVT PWFSBMM JO UIF QMBOF PG UIF �% $/8 OFUXPSL àMN
 BT
JMMVTUSBUFE JO àHVSF �	B
 <��>� *OUFSFTUJOHMZ
 UIF 4FFCFDL DPFG�
àDJFOU PG �% $/8T NBEF PG '. NFUBMT BOE BMMPZT JT POMZ
TMJHIUMZ SFEVDFE XIFO TUBDLJOH UIJO '. BOE $V MBZFST BMPOH
UIF /8BYJT JO �%$/8OFUXPSLT <��m��>� *OEFFE
 JO UIF $11

�
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'JHVSF �� 	B
 4DIFNBUJD PG UIF HJBOU NBHOFUPSFTJTUBODF NFBTVSFNFOU JO NVMUJMBZFS OBOPXJSF�CBTFE àMNT
 XIFSF UIF FMFDUSJDBM USBOTQPSU
UBLFT QMBDF HMPCBMMZ JO UIF QMBOF PG UIF àMN XIJMF UIF BSDIJUFDUVSF CBTFE PO DSPTTFE OBOPXJSFT FOTVSFT B $11�UZQF USBOTQPSU� 	C
 $BMDVMBUFE
UIFSNPQPXFST GPS $P�$V NVMUJMBZFST JO UIF MBZFS QBSBMMFM 	EBTI�EPUUFE MJOF�$*1
 BOE QFSQFOEJDVMBS 	TPMJE MJOF�$11
 EJSFDUJPOT BT B
GVODUJPO PG UIF UIJDLOFTT SBUJP λ= U$P/U$V
 VTJOH FRVBUJPOT 	�
 BOE 	�
 BOE UIF CVML WBMVFT GPS 4$P
 ρ$P
 4$V BOE ρ$V� 5IF HSFZ EBTIFE MJOF
TIPXT UIF WBMVFT GPS λ= �� 5IF JOTFUT JO 	C
 TIPX '.�$V NVMUJMBZFS TUBDLT XJUI $*1 BOE $11 DPOàHVSBUJPOT� 	D
m	F
 3PPN�UFNQFSBUVSF
WBSJBUJPO PG UIF FMFDUSJDBM SFTJTUBODF 	SFE
 MFGU
 BOE 4FFCFDL DPFGàDJFOU 	CMVF
 SJHIU
 PCUBJOFE CZ BQQMZJOH B NBHOFUJD àFME JO UIF QMBOF PG
	D
 $P�$V
 	E
 $P��/J���$V
 	F
 /J��'F���$V DSPTTFE OBOPXJSF OFUXPSLT�

DPOàHVSBUJPO
 UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU BMPOH UIF BYJBM EJSFDUJPO
	QFSQFOEJDVMBS EJSFDUJPO UP UIF MBZFST
 DBO CF DBMDVMBUFE GSPN
UIF DPSSFTQPOEJOH USBOTQPSU QSPQFSUJFT VTJOH ,JSDIIPGG�T SVMFT
<��> BT

4$11 './$V =
4$Vκ'. +λ4'.κ$V

λκ$V +κ'.
, 	�


XIFSF 4'.
 4$V BOE κ'.
 κ$V SFQSFTFOU UIF UIFSNPQPXFS BOE
UIF UIFSNBM DPOEVDUJWJUZ PG UIF '. BOE $V
 SFTQFDUJWFMZ
 BOE
λ= U'./U$V UIF UIJDLOFTT SBUJP PG '. BOE $V MBZFST� #FDBVTF
'. NFUBMT BOE BMMPZT FYIJCJU NVDI MBSHFS 4FFCFDL DPFGà�
DJFOU UIBO $V
 BOE UIFJS UIFSNBM DPOEVDUJWJUZ JT FYQFDUFE UP CF
TNBMMFS UIBO UIBU PG $V
 VTJOH 4'.κ$V $ 4$Vκ'. JO FRVBUJPO
	�
 MFBET UP 4$11 './$V ≈ 4'.
 GPS B UIJDLOFTT SBUJP λ OPU UPP
TNBMM�

.PSFPWFS
 BTTVNJOH UIBU UIF 8JFEFNBOOm'SBO[ MBX IPMET
GPS UIF $V BOE '.
 UIF UIFSNPQPXFS JO $11 DPOàHVSBUJPO DBO
BMTP CF XSJUUFO BT

4$11 './$V =
4$Vρ$V +λ4'.ρ'.

λρ'. + ρ$V
, 	�


XJUI ρ'. BOE ρ$V CFJOH UIF DPSSFTQPOEJOH FMFDUSJDBM SFTJTUJWJU�
JFT� #Z DPNQBSJTPO
 UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU PG B QMBOBS '.�$V
NVMUJMBZFS TUBDL JO UIF EJSFDUJPO QBSBMMFM UP UIF MBZFST 	$*1
 JT
HJWFO CZ

4$*1 './$V =
4$Vρ'. +λ4'.ρ$V

λρ$V + ρ'.
. 	�


'JHVSF �	C
 JMMVTUSBUFT UIF DPOUSBTUJOH CFIBWJPS CFUXFFO UIF
4FFCFDL DPFGàDJFOU JO UIF $*1 BOE $11 DPOàHVSBUJPOT GPS

�
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'JHVSF �� 	B
 5FNQFSBUVSF WBSJBUJPO PG UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU JO UIF TBUVSBUFE TUBUF GPS $P�$V
 $P��/J���$V BOE /J��'F���$V DSPTTFE
OBOPXJSF OFUXPSLT� 	C
 -JOFBS WBSJBUJPO PG ∆4()) = 4())− 4� WT� ∆(�/ρ())) = �/ρ())− �/ρ� BU SPPN UFNQFSBUVSF
 JMMVTUSBUJOH UIF
(PSUFSm/PSEIFJN DIBSBDUFSJTUJDT GPS UIF $P�$V
 $P��/J���$V BOE /J��'F���$V DSPTTFE OBOPXJSF OFUXPSLT� 5IF EBTIFE MJOFT DPSSFTQPOE UP
UIF UIFPSFUJDBM SFMBUJPO TIPXO JO FRVBUJPO 	�
�

$P�$V NVMUJMBZFST
 VTJOH FRVBUJPOT 	�
 BOE 	�
 BOE MJUFSBU�
VSF 35 SFTJTUJWJUZ BOE UIFSNPQPXFS WBMVFT GPS CVML $P BOE
$V <��m��>� *O UIF $11 DPOàHVSBUJPO
 UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU
PG UIF $P�$V NVMUJMBZFS TZTUFN RVJDLMZ DPOWFSHFT UPXBSE UIF
WBMVF PG $P BOE BMSFBEZ SFBDIFT BCPVU ��� PG UIF UIFSNP�
QPXFS PG QVSF $P GPS λ= �� *O DPOUSBTU
 UIF $*1 DPOàHVSBUJPO
SFRVJSFT WFSZ MBSHF WBMVFT PG λ UP SFBDI MBSHF UIFSNPQPXFS WBM�
VFT BOE POMZ BCPVU ��� PG UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU PG QVSF $P
JT SFBDIFE GPS λ= �� /PUF UIBU JO $*1 TZTUFN XJUI EPNJO�
BOU JOUFSGBDF TDBUUFSJOH
 UIF UIFSNPQPXFS CFDPNFT MFTT TFOT�
JUJWF UP UIF $V CVML SFTJTUBODF
 XIJDI MFBET UP MBSHFS 4 WBMVFT
<��>� "MUIPVHI UIF FMFDUSJDBM SFTJTUJWJUZ BOE UIFSNBM DPOEVDU�
JWJUZ WBMVFT GPS NVMUJMBZFS /8T NBZ WBSZ TJHOJàDBOUMZ DPN�
QBSFE XJUI UIFJS SFTQFDUJWF CVML DPOTUJUVFOUT
 UIF TBNF USFOET
JO UIF DPOUSBTUJOH CFIBWJPS CFUXFFO UIF UXP DPOàHVSBUJPOT
SFNBJO�

'JHVSFT �	D
m	F
 JMMVTUSBUF UIF MBSHF NBHOFUPSFTJTUBODF 	.3
= �− ρTBU/ρ�
 XIFSF ρ� BOE ρTBU BSF UIF SFTJTUJWJUJFT PG UIF
$/8 OFUXPSL BU [FSP NBHOFUJD àFME BOE BU TBUVSBUJPO NBH�
OFUJD àFME
 BOE NBHOFUP�UIFSNPQPXFS 	.51 = |�− 4TBU/4�|

XIFSF 4� BOE 4TBU BSF UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOUT PG UIF $/8OFU�
XPSL BU [FSP NBHOFUJD àFME BOE BU TBUVSBUJPO NBHOFUJD àFME

FGGFDUT PCUBJOFE JO $P�$V 	D

 $P��/J���$V 	E
 BOE 1Z�$V
	F
 $/8 OFUXPSLT� 'PS UIF $P��/J���$V TZTUFN
 UIF .3
BOE .51 SBUJPT SFBDI ����� BOE �����
 SFTQFDUJWFMZ� 5IF
TIBQFT PG UIF .3 BOE .51 DVSWFT XFSF GPVOE UP CF WFSZ
TJNJMBS GPS BMM '.�$V $/8 OFUXPSLT <��m��
 ��>� )PXFWFS

XIJMF UIF BNQMJUVEFT PG UIF .3 BOE .51 FGGFDUT BSF TJNJMBS
JO $P�$V BOE $P��/J���$V OFUXPSLT <��
 ��>
 WFSZ EJGGFSFOU
NBHOJUVEFT XFSF GPVOE JO /JY'F�−Y�$V $/8 OFUXPSLT
 XJUI
UIF .51�.3 SBUJP SBOHJOH GSPN ∼��� VQ UP ∼� <��>� *OEFFE

UIF BNQMJUVEFT PG UIF .3 BOE .51 FGGFDU XFSF GPVOE UP BSJTF
GSPN EJGGFSFOU TQJO BTZNNFUSZ QBSBNFUFST GPS UIF SFTJTUJWJUZ
BOE 4FFCFDL DPFGàDJFOU BOE DBO UBLF UIVT EJTUJODU WBMVFT 	TFF
<��
 ��> GPS EFUBJMT
� .PSFPWFS
 JO DPOUSBTU UP UIF .3 SBUJP

UIF .51 SBUJP DBO SFBDI JOàOJUF WBMVF BT UIF 4FFCFDL DPFGà�
DJFOU PG TQJO AVQ� BOE TQJO AEPXO� FMFDUSPOT DBO IBWF PQQPTJUF
TJHO <��
 ��
 ��>� *U JT JOUFSFTUJOH UP OPUF UIBU UIF BQQMJDBUJPO PG

BO FYUFSOBM NBHOFUJD àFME TJNVMUBOFPVTMZ JODSFBTFT UIF UIFS�
NPQPXFS NBHOJUVEF BOE EFDSFBTFT UIF FMFDUSJDBM SFTJTUJWJUZ PG
UIFTF '.�$V$/8T
 XIJDI BSF CPUI BEWBOUBHFPVT GPS UIF UIFS�
NPFMFDUSJD PVUQVU QPXFS�

'JHVSF � QSFTFOUT BEEJUJPOBM FWJEFODFT UIBU UIF UIFSNP�
QPXFS JT EPNJOBUFE CZ FMFDUSPO EJGGVTJPO PWFS UIF XIPMF
UFNQFSBUVSF SBOHF JOWFTUJHBUFE GPS UIF EJGGFSFOU NVMUJMBZFS
$/8 OFUXPSLT DPOTJEFSFE� "T TFFO JO àHVSF �	B

 UIF 4FF�
CFDL DPFGàDJFOU JO UIF TBUVSBUFE TUBUF PG BMM UISFF TBNQMFT
EFDSFBTFT BMNPTU MJOFBSMZ XJUI EFDSFBTJOH UFNQFSBUVSF
 BT
FYQFDUFE GSPN EJGGVTJWF UIFSNPQPXFS� 5IF EFWJBUJPO GSPN UIF
MJOFBS SFHJNF JO àHVSF �	B
 DBO CF BTDSJCFE UP PUIFS QPT�
TJCMF DPOUSJCVUJPOT UP UIF UIFSNPQPXFS TVDI BT NBHOPO�ESBH�
'JHVSF �	C
 TIPXT MJOFBS WBSJBUJPO PG∆4()) = 4())− 4� BOE
∆(�/ρ())) = �/ρ())− �/ρ� BU 35 GPS $P�$V $P��/J���$V
BOE 1Z�$V $/8 OFUXPSLT
 XIJDI JT BMTP JOEJDBUJWF PG UIF
EPNJOBODF PG EJGGVTJPO UIFSNPQPXFS� *OEFFE
 TUBSUJOH GSPN
UIF .PUU�T GPSNVMB GPS UIF EJGGVTJWF UIFSNPQPXFS
 POF DBO
EFSJWF UIF GPMMPXJOH MJOFBS SFMBUJPO <��m��>�

∆4()) = #∆(�/3())), 	�


XIFSF #= 3� 3TBU(4TBU − 4�)/(3� −3TBU)� 5IJT FYQSFTTJPO JT
FRVJWBMFOU UP UIF (PSUFSm/PSEIFJN SFMBUJPO GPS EJGGVTJPO UIFS�
NPQPXFS JO NFUBMT BOE BMMPZT <��>
 BOE XBT XFMM PCTFSWFE
FYQFSJNFOUBMMZ JO BMM '.�$V $/8 OFUXPSLT TUVEJFE JO UIF
UFNQFSBUVSF SBOHF PG �� , UP ��� , <��m��
 ��
 ��>�

'JHVSFT �	B
m	D
 TIPXT UIF UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF PG UIF
.3 BOE .51 SBUJPT GPS UIF $P�$V 	B

 $P��/J���$V 	C
 BOE
1Z�$V 	D
 $/8 OFUXPSLT� "T TFFO
 JO BMM TBNQMFT
 UIF .3
SBUJP TIPXT B NPOPUPOJD JODSFBTF CFGPSF SFBDIJOH B QMBUFBV
BU MPX UFNQFSBUVSFT� 5IJT JT FYQFDUFE CFDBVTF PG UIF TBUVS�
BUJPO PG UIF SFTJTUJWJUZ BU MPX UFNQFSBUVSFT BOE UIF WBOJTI�
JOH PG UIF TQJO NJYJOH FGGFDU <��m��
 ��
 ��>� *O DPOUSBTU

UIF .51 SBUJP FYIJCJUT EJGGFSFOU CFIBWJPST EFQFOEJOH PO UIF
NBUFSJBM DPOTJEFSFE� /PUBCMZ
 MBSHF JODSFBTF PG UIF .51 SBUJP
XJUI SFTQFDU UP UIF DPSSFTQPOEJOH .3 SBUJP IBT CFFO GPVOE JO
/J BOE /JY'F�−Y�$V $/8 OFUXPSLT <��
 ��
 ��>
 BT TIPXO

�
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'JHVSF �� 	B
m	D
 5FNQFSBUVSF WBSJBUJPO PG UIF NBHOFUPSFTJTUBODF BOE NBHOFUP�UIFSNPQPXFS SBUJPT
 .3 BOE .51
 GPS 	B
 $P�$V

	C
 $P��/J���$V BOE 	D
 /J��'F���$V DSPTTFE OBOPXJSF OFUXPSLT� 5IF àFME JT BQQMJFE JO UIF QMBOF PG /8 OFUXPSL àMNT� 	E
 .BHOFUP�QPXFS
GBDUPS SBUJP DBMDVMBUFE BT .1' = (�+.51)�/(�−.3)− � GPS UIF TBNQMFT JO 	B
m	D
�

JO àHVSF �	D
 GPS 1Z�$V $/8T� 5IF NBHOFUP�QPXFS GBDUPS
SBUJP 	.1' = �− 1'TBU/1'�
 DBO CF FYQSFTTFE BT .1' =
(�+.51)�/(�−.3)− � 	UBLJOH .3 = = �− ρTBU/ρ� BOE
.51= |�− 4TBU/4�| BT QPTJUJWF WBMVFT
� 'JHVSF �	E
 TIPXT UIF
.1' SBUJP GPS $P�$V
 $P��/J���$V BOE 1Z�$V $/8 OFUXPSLT
BT B GVODUJPO PG UIF UFNQFSBUVSF� -BSHF 35.1' SBUJP PG ����

���� BOE ��� XFSF GPVOE GPS UIF $P�$V
 $P��/J���$V BOE
1Z�$V $/8 OFUXPSLT
 SFTQFDUJWFMZ
 XIJDI BSJTF GSPN TJN�
VMUBOFPVT JODSFBTF PG UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU BNQMJUVEF BOE
EFDSFBTF PG UIF FMFDUSJDBM SFTJTUJWJUZ XJUI BO BQQMJFE NBHOFUJD
àFME <��m��>� 8IJMF UIF .1' SBUJP PG UIF $P�$V $/8 OFU�
XPSL SFNBJOT TUBCMF XJUI EFDSFBTJOH UFNQFSBUVSF
 UIF .1'
WBMVFT IBWF CFFO GPVOE UP SFBDI TFWFSBM IVOESFET PG QFSDFOU BU
MPX UFNQFSBUVSFT JO $P��/J���$V BOE 1Z�$V $/8 OFUXPSLT�

3FHBSEJOH UIF UIFSNPFMFDUSJD QFSGPSNBODF PG '.�$V NVM�
UJMBZFS $/8 OFUXPSLT
 UBCMF � QSPWJEFT UIF 4FFCFDL DPFGà�
DJFOU BOE FMFDUSJDBM SFTJTUJWJUZ PCUBJOFE BU TBUVSBUJPO àFME BU 35
GPS $P�$V
 $P��/J���$V BOE 1Z�$V $/8 OFUXPSLT <��
 ��>�
'SPN UIFTF WBMVFT
 UIF 1' BOE ;5 WBMVFT XFSF FTUJNBUFE BOE
BSF BMTP SFQPSUFE JO UBCMF �� "T TFFO
 1' WBMVFT BT IJHI BT
��� N8,−� N−� XFSF PCUBJOFE
 XIJDI JT POMZ BCPVU UXJDF
TNBMMFS UIBO UIBU PG $P $/8T
 JOEJDBUJOH UIBU UIF FYDFMMFOU
UIFSNPFMFDUSJD QSPQFSUJFT SFNBJO JO '.�$V NVMUJMBZFS $/8T�
4JNJMBSMZ
 UIF àHVSF PG NFSJU PG NVMUJMBZFS '.�$V $/8T BSF
POMZ TMJHIUMZ TNBMMFS UIBO UIBU PG UIFJS DPSSFTQPOEJOH IPNP�
HFOFPVT '. $/8 OFUXPSLT�

���� .BHOFUJDBMMZ BDUJWBUFE TXJUDIJOH JO UIFSNPFMFDUSJD $/8
EFWJDFT

" OFX DPODFQU PG áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD TXJUDI USJHHFSFE CZ B
NBHOFUJD àFME XBT EFWFMPQFE VTJOH UIFSNPDPVQMFT DPNQPTFE
PG UXP EJTTJNJMBS $/8 OFUXPSLT FNCFEEFE JO B TJOHMF 1$
UFNQMBUF <��>� 5IJT EFWJDF FYQMPJUT UIF MBSHF NBHOFUJD WBSJ�
BUJPO PG UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOU PCTFSWFE JO '.�$V $/8T
XIJDI DPNQPTF UIF àSTU CSBODI PG UIF UIFSNPDPVQMF
 UIF PUIFS
CSBODI DPOTJTUJOH PG IPNPHFOFPVT '.$/8TXJUI WFSZ TNBMM
NBHOFUP�USBOTQPSU FGGFDUT <��>� #Z BQQSPQSJBUFMZ TFMFDUJOH UIF
NBUFSJBMT PG UIF '.�$V BOE '. $/8T
 JU JT QPTTJCMF UP
PCUBJO áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD EFWJDFT DBQBCMF PG TXJUDIJOH
GSPN BO APGG TUBUF� 	∆7= �
 XJUI ∆7 UIF NFBTVSFE PVUQVU
WPMUBHF GSPN UIF UIFSNPDPVQMF
 UP BO APO TUBUF� 	GFX UFOT PG
µ7
 FBTJMZ NFBTVSBCMF
 BU UIF TBUVSBUJPO àFME PG UIF '.�$V
$/8T
 PS WJDF WFSTB BU [FSP àFME� 'PS JOTUBODF
 TVDI TXJUDI�
JOH EFWJDFT XFSF SFBMJ[FE VTJOH UIFSNPDPVQMFT DPNQPTFE PG
B CSBODI FJUIFS NBEF PG $P��/J���$V PS 1Z�$V $/8T BOE
B CSBODI NBEF PG $P�/J�� $/8 OFUXPSL <��>� $P��/J���$V
BOE 1Z�$V $/8T XFSF TFMFDUFE CFDBVTF PG UIF MBSHF WBM�
VFT PG ∆4= 4� − 4TBU
 XIJDI SFBDIFT BCPVU ��� µ7,−� BOE
��� µ7,−� BU 35
 SFTQFDUJWFMZ� 5IFO
 UIF 35 4FFCFDL DPFGà�
DJFOU PG $P�/J�� $/8T XBT GPVOE UP QSFDJTFMZ NBUDI UIF POF
PG $P��/J���$V $/8T BU TBUVSBUJPO àFME
 BT XFMM BT UIF POF PG
1Z�$V $/8T BU [FSP àFME <��>�

�
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'JHVSF �� 	B
 4DIFNBUJDT PG B NBHOFUJD TXJUDI UIFSNPFMFDUSJD UIFSNPDPVQMF XIFSF UIF UXP DSPTTFE OBOPXJSF OFUXPSL MFHT BSF SFTQFDUJWFMZ
DPNQPTFE PG BO IPNPHFOFPVT $P�/J�� BOE B '.�$V NVMUJMBZFS TUSVDUVSF XJUI HJBOU NBHOFUP�4FFCFDL FGGFDU 	'. = 1Z PS $P��/J��
� 5IF
UIFSNPQPXFS WPMUBHF PVUQVU HFOFSBUFE CZ UIF IFBU áVY áPXJOH CFUXFFO UIF IFBU TPVSDF BOE UIF IFBU TJOLT 	NBJOUBJOFE BU EFTJSFE
UFNQFSBUVSF CZ B 1*% UFNQFSBUVSF DPOUSPMMFS
 DBO CF TXJUDIFE PGG PS PO CZ BQQMZJOH BO FYUFSOBM NBHOFUJD àFME UIBU TBUVSBUFE UIF TVDDFTTJWF
NBHOFUJ[BUJPO PG UIF NVMUJMBZFS TUSVDUVSF� 	C
 7BSJBUJPO PG UIF WPMUBHF EJGGFSFOUJBM∆7 SFDPSEFE BU UIF KVODUJPO FEHFT GPS ∆5= �� , XIFO
TXFFQJOH B NBHOFUJD àFME GSPN +��� L0F UP −��� L0F JO UIF QMBOF PG JOUFSDPOOFDUFE 1Z�$V�$P�/J�� 	SFE
 BOE /J��$P���$V�$P�/J��
	CMVF
 OBOPXJSF OFUXPSL UIFSNPDPVQMFT BU SPPN UFNQFSBUVSF� 5IF JOTFUT JO 	C
 TIPX TDIFNBUJDT PG UIF UIFSNPDPVQMFT APO� BOE APGG� TUBUFT�

5IF EFWJDF JT TIPXO JO àHVSF �	B
� 5XP BEKBDFOU $/8
OFUXPSLT BSF EFQPTJUFE XJUIJO UIF áFYJCMF �% QPSPVT UFN�
QMBUF
 POF NBEF PG $P�/J�� $/8T BOE POF PG '.�$V $/8T
	XJUI '.= $P��/J�� PS 1Z
� /FYU
 UIF "V DBUIPEF JT SFNPWFE
MPDBMMZ CZ QMBTNB FUDIJOH UP DSFBUF UIF NVMUJ�FMFDUSPEF BSDIJ�
UFDUVSF� 5IFSNPFMFDUSJD NFBTVSFNFOUT BSF NBEF CZ QMBDJOH
UIF KVODUJPO PG UIF UIFSNPDPVQMF JO DPOUBDU XJUI UIF IFBU
TPVSDF XIJMF BU UIF PUIFS FYUSFNJUZ UIF UXP MFHT BSF UIFSNBMMZ
BODIPSFE UP UIF IFBU TJOL
 BT TIPXO JO àHVSF �	B
� 'PS B

IPNPHFOFPVT�NVMUJMBZFS $/8T UIFSNPDPVQMFT
 UIF NFBT�
VSFE WPMUBHF∆7 PG UIF /8�CBTFE UIFSNPDPVQMF HFOFSBUFE CZ
B UFNQFSBUVSF HSBEJFOU ∆5 JT HJWFO CZ <��>

∆7=

ˆ 5�+∆5

5�
(4).(5)− 4.-(5))E5, 	�


XIFSF 5� JT UIF IFBU�TJOL CBTF UFNQFSBUVSF BOE 4). BOE
4.- BSF UIF 4FFCFDL DPFGàDJFOUT PG UIF IPNPHFOFPVT $/8T

��
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BOE NVMUJMBZFS $/8T
 SFTQFDUJWFMZ� 4JODF UIF 4FFCFDL DPFG�
àDJFOU PG IPNPHFOFPVT $/8T TIPXT B WFSZ TNBMM WBSJBUJPO
JO NBHOFUJD àFME
 UIF àFME EFQFOEFODF PG UIF PVUQVU WPMUBHF
PG UIFSNPDPVQMFT JT NBJOMZ EVF UP '.�$V NVMUJMBZFS $/8T�
5IFSFGPSF
 BT TFFO JO àHVSF �	C

 UIF WPMUBHF EJGGFSFOUJBM ∆7
PCUBJOFE BU UIF FEHFT PG B $P��/J���$V $/8T�$P�/J��
$/8T UIFSNPDPVQMF GPS B ∆5= �� , DBO CF TXJUDIFE EPXO
GSPN ∆7≈ −�� µ7 BU )= � UP ∆7≈ � CZ UIF BQQMJDBUJPO
PG B NBHOFUJD àFME UIBU TBUVSBUFT UIF '. MBZFS NBHOFUJ[B�
UJPO 	)= ��� L0F
� *O DPOUSBTU
 UIF 1Z�$V $/8T�$P�/J��
$/8T UIFSNPDPVQMF TIPXT ∆7≈ � GPS )= �
 XIJDI DBO CF
JODSFBTFE UP ∆7≈ +�� µ7 BU )= ��� L0F 	TFF àHVSF �	C

�
5IF UIFSNPFMFDUSJD TXJUDIFT XFSF GPVOE UP CF SPCVTU
 XJUI
OP WBSJBUJPO PG UIF PVUQVU WPMUBHF EVSJOH EJGGFSFOU TXJUDI�
JOH DZDMFT PCUBJOFE CZ TXFFQJOH UIF NBHOFUJD àFME CFUXFFO
−� L0F BOE � L0F <��>�

4VDI UIFSNPFMFDUSJD TXJUDIFT IBWF QPUFOUJBM BQQMJDBUJPOT
GPS MPHJD PQFSBUJPOT EFWJDFT QPXFSFE CZ XBTUF IFBU� 'SPN
B QSBDUJDBM QPJOU PG WJFX
 UIF NBHOFUJD DPOUSPM PG UIF NBH�
OJUVEF BOE TJHO PG UIF UIFSNPQPXFS PQFOT UIF SPVUF UPXBSET
UP UIF EFWFMPQNFOU PG UIFSNBMMZ BDUJWBUFE TFOTPST BOE MPHJD
EFWJDFT FYQMPJUJOH UIF SFTJEVBM UIFSNBM FOFSHZ GSPN IPU TVS�
GBDFT XJUI DPNQMFY HFPNFUSJFT
 PS FWFO GSPN UIF IVNBO CPEZ�
*O BEEJUJPO
 0OTBHFS SFDJQSPDJUZ CFUXFFO 1FMUJFS BOE 4FFCFDL
FGGFDUT JNQMJFT UIBU B TXJUDIBCMF 4FFCFDL WPMUBHF SFTVMUT JO B
TXJUDIBCMF 1FMUJFS IFBU áPX� *O B SFDFOU XPSL
 "EBNT FU BM
<��> TIPXFE UIBU B 1FMUJFS NPEVMF DBO CF TFFO BT BO BDU�
JWF UIFSNBM TXJUDI UIBU PQFOT BOE DMPTFT VOEFS BO BDUJWBUJPO
DVSSFOU� 'VSUIFSNPSF
 JU IBT CFFO SFDFOUMZ TIPXO UIBU NVM�
UJMBZFS /8 BSSBZT DBO NBHOFUJDBMMZ DPOUSPM UIF 1FMUJFS UIFSNBM
áVY <��
 ��>� 5IFSFGPSF
 UIF áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD NPEVMFT
EFWFMPQFE IFSF DBO CF VTFE BT UIFSNBM TXJUDIFT
 PGGFSJOH
GVUVSF QSPTQFDUT GPS QSFDJTF UIFSNBM NBOBHFNFOU� #FTJEFT
 BT
GFSSPNBHOFUT IBWF SFDFOUMZ CFFO TIPXO UP CF QBSUJDVMBSMZ TVJU�
BCMF GPS BDUJWF DPPMJOH BQQMJDBUJPOT <��>
 JOUFSDPOOFDUFE NFUBM
/8OFUXPSLT PGGFS HPPE BQQMJDBUJPO QSPTQFDUT JO UIJT àFME� 0O
UIJT CBTJT
 UIF QSFTFOU XPSL BMTP DPOUSJCVUFT UP UIF FNFSHFODF
PG áFYJCMF UIFSNPFMFDUSJD NBUFSJBMT BOE EFWJDFT UP BEESFTT UIF
SBQJE EFWFMPQNFOU PG NJOJBUVSF
 MJHIUXFJHIU BOE GVODUJPOBM
QPSUBCMF FMFDUSPOJD EFWJDFT <��>� *U TIPVME CF OPUFE UIBU TJN�
JMBS NBHOFUJD UIFSNPFMFDUSJD TXJUDIFT DBO CF PCUBJOFE CZ PUIFS
DPNCJOBUJPOT PG NBUFSJBMT� .PSFPWFS
 UIF NBUFSJBM DPNQPTJ�
UJPO PG UIF UIFSNPFMFDUSJD MFHT DBO CF BEKVTUFE UP BMMPX UIF
EFWJDF UP PQFSBUF BU UIF EFTJSFE UFNQFSBUVSF <��>� " TJNJMBS
BQQSPBDI IBT BMTP CFFO VTFE UP EFWFMPQ B UIFSNPFMFDUSJD HFOFS�
BUPS EFWJDF UIBU TXJUDIFT UIF TJHO PG UIF UIFSNPFMFDUSJD WPMUBHF
VOEFS UIF BQQMJDBUJPO PG B NBHOFUJD àFME <��>�

�� $PODMVTJPO BOE QFSTQFDUJWFT

%JSFDU FMFDUSPEFQPTJUJPO XJUIJO USBDL�FUDIFE 1$ UFNQMBUF XJUI
DSPTTFE OBOPQPSFT IBWF CFFO QSPWFE UP CF B DIFBQ
 WFSTBUJMF
BOE TVJUBCMF UFDIOJRVF GPS UIF GBCSJDBUJPO PG MBSHF�BSFB
 SPCVTU
BOE áFYJCMF �% $/8 OFUXPSLT FNCFEEFE JO QPMZNFS NBUSJY�
5IF UFDIOJRVF BMMPXT B DPOUSPM PWFS BXJEF SBOHF PG QBSBNFUFST
TVDI BT UIF OFUXPSL HFPNFUSZ
 UIF /8 EJBNFUFS BOE QBDLJOH
GBDUPS
 BT XFMM BT UIFJS NBUFSJBM DPNQPTJUJPO BOE NPSQIPMPHZ�

5IF �% TUSVDUVSF BMMPXT GPS FBTZ FMFDUSJD BOE UIFSNPFMFDUSJD
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